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Matematično modeliranje sočasne ekstrakcije in reakcije v mikrofluidnem sistemu  
Povzetek:  
Namen diplomskega dela je bil razviti matematični model, ki opisuje obnašanje dveh 
topljencev, ki med sabo reagirata, v svojih topilih. V obzir je bil vzet tudi produkt in 
obnašanje tega na podlagi difuzivnosti in porazdelitvenega koeficienta. Opisani so bili 
osnovni pojmi mikroreaktorjev, reakcije, ekstrakcije in matematičnega modeliranja. 
Delo zaobjame tudi računsko določitev difuzivnosti in porazdelitvenega koeficienta, 
prikaže pa tudi preprost primer modeliranja, kjer je obravnavan primer 
biotransformacije progesterona. Zapisan je tudi sistem Navier – Stokesovih enačb, s 
katerim lahko numerično pridemo do hitrostnega profila, ki je odvisen od dveh 
spremenljivk. Poglavitno sta bila v delu razvita dva matematična modela, vsak iz štirih 
diferencialnih enačb, s pripadajočimi robnimi pogoji, ki sistem opisujeta pod različnimi 
predpostavkami. Najprej je bil razvit model, ki predpostavlja netopnost enega reaktanta 
in produkta v topilu, kjer je topen drugi reaktant, drug model pa opisuje hitro reakcijo 
na medfazni površini, hkrati pa je hitrost fluida konstantna. Za slednjega je bil razvit 
tudi računalniški model v programu Wolfram Mathematica 12.1. Za numerični postopek 
je bila uporabljena metoda končnih razlik. Pri robnih pogojih dobimo dve možni rešitvi, 
prikazana pa je ena. Prvi model ni bil zapisan v računalniškem programu. Ker je 
diplomsko delo teoretične narave, modela oziroma rezultatov, ki so bili pridobljeni s 
pomočjo simulacije, ni moč ovrednotiti do te mere, da bi lahko z gotovostjo govorili o 
njegovi zanesljivosti. To lahko pomeni, da model ni pravilen ali pa je bila izbrana 
napačna rešitev pri robnih pogojih. Obstaja možnost, da je pravilen tudi prvi model. 
Brez eksperimentalnih podatkov, lahko le ugibamo o zanesljivosti modelov, 
najverjetneje pa sta pravilna oba, vendar vsak za svojo skupino reakcij, ki vsaj približno 
ustrezajo privzetim predpostavkam. 
Ključne besede: modeliranje, mikroreaktor, prenos snovi, ekstrakcija, reakcija  
 
 
  
Mathematical modelling of Simultaneous Extraction and Reaction in a 
Microfluidic System 
Abstract:  
The aim of this bachelor’s thesis was to develop a mathematical model that describes 
the behaviour of two solutes, each in its own solvent. The two solutes react between 
each other and form a product, which was also taken into consideration regarding its 
diffusivity and its partition coefficient. Basic concepts of microreactors, reaction, 
extraction and mathematical modelling were described. The thesis also includes 
computational determination of the diffusivity and the partition coefficient and a simple 
example of modelling, where a biotransformation of progesterone was examined. A 
system of Navier – Stokes equations was written to help numerically determine the 
velocity profile in the future. The profile is determined by two variables. The main 
objective of this bachelor’s thesis was to develop two mathematical models with their 
boundary conditions. Each model consists of four partial differential equations. For each 
model some assumptions were made. The first model assumes that one solute and the 
product are not soluble in the solvent, which contains the other reactant. The second one 
describes a quick reaction on the phase border, where the product is formed, and 
velocity of the fluid is constant. A computer program in Wolfram Mathematica 12.1 
was developed for the latter model. The numerical procedure was based on the finite-
difference method. When dealing with the first pair of boundary conditions we can see 
that there are two possible solutions, but later only one is represented. The first model 
was not written in a computer program. The thesis is of theoretical nature, so there is no 
definitive way to determine the reliability of said model. This may mean that the model 
is far from correct or that we simply chose the wrong solution when dealing with 
boundary conditions. It is also possible that the first model is far more accurate, but 
there is no right answer without the experimental data. Most likely scenario is that both 
models are correct, but each is best suited for their own purposes and assumptions.  
Keywords: modelling, microreactor, mass transfer, extraction, reaction 
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1 Uvod  
1.1 Mikroreaktorji 
V zadnjih desetletjih smo priča intenzivnemu razvoju kemijskih reaktorjev, ki se po 
velikosti od običajnih razlikujejo za nekaj velikostnih redov. Rečemo jim mikrofluidni 
sistemi ali mikroreaktorji (Slika 1). Vse se je začelo kot alternativa običajnim 
reaktorjem, danes pa so mikroreaktorji postali uporabno orodje za kemijsko sintezo. 
Kljub temu da se pogosto pojavijo težave, če imamo prisotno tudi trdno fazo, ki 
povzroča mašenje, njihove prednosti nemalokrat odtehtajo slabosti. Njihova 
vsestranskost, kot tudi ime, izhajata iz velikosti mikroreaktorjev. Ti so definirani kot 
reaktorji, ki vsaj v eni dimenziji merijo manj kot 1 mm, njihovi volumni pa ne presegajo 
1 mL. Prav majhne dimenzije omogočajo visoko stopnjo nadzora nad reakcijami, ki so 
močno eksotermne ali katerih posledice so nevarni intermediati. Navadno se uporabljajo 
kot pretočni reaktorji, kar jim daje dodatno prednost pri energijski varčnosti. [1, 2] 
Ko imamo opravka z organsko kemijo, navadno proučujemo reakcijske poti do novih 
snovi. Izbrati moramo najboljše poti in optimizirati pogoje, ki jih nato apliciramo na 
velik šaržni reaktor. Ti so pri proizvodnji farmacevtskih učinkovin, katerih dodana 
vrednost je visoka, najpogostejši, zato lahko spregledamo (ne)učinkovitost klasičnega 
šaržnega reaktorja. Če pa imamo opravka s petrokemijsko industrijo, so najpogostejši 
pretočni reaktorji z visokimi izkoristki, ki so nujno potrebni, da odtehtajo nizke marže. 
Prav od velikosti šaržnega reaktorja pa je odvisna količina proizvedene učinkovine. Ko 
proces prevedemo v pretočni režim, količina proizvedene učinkovine zavisi zgolj od 
časa in hitrosti toka. Tako lahko reaktor z volumnom manjšim od 1 mL v enem dnevu 
proizvede kilogram nekega produkta. Če imamo opravka z industrijskim procesom, 
navadno izvedemo povečevanje (scale up), pri mikroreaktorjih lahko to počnemo s 
podaljšanjem zadrževalnih časov (scaling-out), preprostim množenjem kemijskih 
reaktorjev, ki so vezani vzporedno (numbering-up) ali pa uporabo večjih pretočnih 
reaktorjev (smart scale-out ali scaling-up). Pri množenju kemijskih reaktorjev imamo 
dve možnosti; ''internal numbering-up'' ali ''external numbering-up.'' Slednji je najbolj 
klasičen primer ''numbering-up'', saj vzporedno vežemo celotne reaktorje, pri notranjem 
(internal numbering-up) pa vzporedno vežemo funkcionalne elemente naprav namesto 
celotnih naprav. Vsi procesi imajo nekaj pomanjkljivosti in seveda prednosti, zato se za 
končen proces odločamo na podlagi samih lastnosti sistema. [1, 3, 4, 5, 6] 
Glavni prednosti mikrofluidnih sistemov poleg pretočnega obratovanja sta učinkovit 
prenos toplote in učinkovito mešanje. [1] 
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Slika 1: Primer steklenega ''Y-Y''mikroreaktorja [7] 
1.1.1 Kratka zgodovina 
Sam mikroreaktor ni nova stvar, njegova definicija pa je. Pravzaprav je vsaka kapilara 
mikroreaktor, kljub temu pa do njihovega razvoja ni prišlo do poznih 80. oziroma 
zgodnjih 90. let 20. stoletja, ko je bilo zabeleženo prvo delovanje mikroreaktorja na 
raziskovalnem inštitutu v Karlsruhu. Sledilo je rahlo zatišje, saj je bil inštitut edini, ki je 
kakorkoli prispeval k raziskovanju te tematike. Za samo rojstvo mikroreakcijske 
tehnologije velja leto 1995, ko je bila organizirana prva delavnica v Nemčiji. [4] 
1.1.2 Prenos toplote 
Zaradi visokih razmerij površine proti volumnu imajo mikroreaktorji visoke koeficiente 
toplotnega prevajanja, kar pomeni, da so zelo dovzetni za sprejem toplote, ki jo oddaja 
reakcija. Tudi temperaturni gradienti so posledično manjši, kar lahko privede do boljše 
selektivnosti reakcije. [1] 
Upoštevajoč izjemen nadzor temperature, bi lahko kar polovico vseh farmacevtskih in 
kemijskih učinkovin proizvedli v mikroreaktorjih. Od reakcij, ki bi se lahko izvajale v 
mikroreaktorjih, bi bilo optimalno, da se jih kar 44 % tam tudi izvede, saj je pri teh 
nadzor nad temperaturo ključnega pomena. [2] 
Tudi interval temperatur, pri katerih lahko mikrofluiden sistem deluje, ni zanemarljiv. 
Sega od -70℃ do 150℃. [1] 
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1.1.3 Mešanje 
Ko imamo opravka z dvofaznimi mešanicami, iz katerih želimo doseči enofazni sistem, 
šaržni reaktor zagotovo ni idealna izbira. Še posebej to drži, ko moramo natančno 
nadzorovati molsko razmerje reaktantov. Pri mikroreaktorjih za mešanje veliko dela 
opravi tudi difuzija, katere učinek je najbolj viden na kratkih razdaljah in hkrati še 
poveča razliko učinkovitosti mešanja med mikro in šaržnim reaktorjem. [1, 8] 
V mikroreaktorju se zaradi majnih dimenzij lahko vzpostavi laminarni režim, torej 
prevladuje počasna difuzija. Če želimo hitrost mešanja še povečati, lahko delujemo s 
ciljem, da zmanjšamo difuzijske poti. Dva učinkovita načina sta spreminjanje notranje 
geometrije mikroreaktorja in vključitev mikromešal. Oba lahko razdelimo na še več 
možnosti, vendar so te pri geometriji zgolj variacije oblik, pri mikromešalih pa obstaja 
več konceptov. Najbolj eleganten govori o delitvi dveh cevk, kjer vsaka vključuje svojo 
fazo, na več manjših, ki nato izmenično (ena nad drugo) svojo vsebino spuščajo v 
reaktor. Zaradi manjših razdalj in še večje površine je mehanizem difuzije toliko bolj 
prevladujoč. Drug koncept je lahko nadaljevanje prvega, le da se premer zmanjša, 
posledično se zmanjšajo tudi difuzijske poti, naslednji način pa združuje oba in hkrati 
vključi spreminjanje notranje geometrije. Kapljevini razdeli na več delov, ki jih nato 
rekombinira, nakar ju še enkrat razdeli na drugačen način, ter nato še enkrat 
rekombinira. To razbije obe kapljevini na več manjših segmentov, s tem pa ponovno 
zmanjša difuzijske poti. Zadnji ter najbolj preprost način je T mikroreaktor, v katerega 
uvajamo dve kapljevini z velikimi hitrostmi. Ker so hitrosti dovolj velike, se tvorijo 
mikroturbulence, ki povečujejo hitrost in učinkovitost mešanja. [4, 9] 
1.1.4 Težave mikroreaktorjev 
Tehnologija mikroreaktorjev se v zadnjih letih raziskuje kot še nikoli poprej, hkrati pa 
so bile na različnih področjih opažene njene prednosti. Kljub razvoju novih procesov in 
njihovih oblik, stroka še vedno ni rešena izzivov. Že pri polimerizaciji v mikrofluidnih 
sistemih se pojavijo nekateri; visoka viskoznost fluidov, pojav trdnih delcev, ki še 
povečajo zahtevnost nekaterih nalog, slabši prenos snovi in mašenje kanalov so le 
nekateri od izzivov, ki prispevajo k novim težavam. Tudi zato se je razvila potreba po 
večjem razumevanju dinamike fluidov in prenosu snovi pri polimerizaciji v toku. [1, 10] 
Pereč problem te veje kemijskega inženirstva je tudi prevajanje pilotnih modelov na 
industrijsko raven. Pogosto kemija, ki je bila razvita na laboratorijskem merilu ni 
združljiva s pogoji, ki spremljajo proizvodnjo na večji skali. Prav tako se mora ohranjati 
fluidna dinamika in lastnosti prenosa snovi, kar še zaplete povečevanje. Pojavi se že 
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prej omenjena ideja ''internal numbering-up'', kjer preprosto pomnožimo število 
funkcionalnih enot (mikrokanalov) in jih vežemo vzporedno. Delijo si eno samo 
črpalko, kar zmanjša stroške samega pretvarjanja procesa na večje merilo. Največja 
težava je zagotoviti isti padec tlaka po vseh mikrokanalih, kar drastično vpliva na 
razlike v obratovanju mikrokanalov. Te razlike postanejo najbolj očitne pri večfaznih 
sistemih. Nasprotno pri ''external numbering-up'' ni podobnih težav, saj ima vsak 
mikrokanal svojo črpalko in grelnik, so pa zato stroški povečevanja veliko večji. Če 
želimo uporabiti postopek, pri katerem podaljšamo zadrževalne čase, se izognemo 
prevelikim stroškom, vendar je ta uporaba najbolj primerna za laboratorij. Zanesljiv 
način je ''smart scale-out'', kjer uporabimo mešalnike, da zagotovimo enake pogoje 
prenosa toplote in snovi, le da imamo tokrat opravka z milireaktorji. Da povečamo 
proizvodnjo, lahko s temi reaktorji manipuliramo podobno kot z mikroreaktorji. 
Uporabimo lahko denimo ''external numbering-up''. [5] 
1.2 Ekstrakcija in reakcija 
1.2.1 Ekstrakcija 
Separacijski proces, ki je med ljudmi najbolj razširjen je gotovo ekstrakcija. Naj bo to 
kava ali čaj, gre za ekstrakcijo trdno-tekoče, ko iz trdne, s topljencem bogate, snovi 
ekstrahiramo željeni topljenec. Poznamo tudi ekstrakcijo tekoče-tekoče, pri kateri gre za 
isti princip, le da je tokrat topljenec raztopljen v kapljevini. Dodamo topilo, ki povzroči, 
da se v sistemu vzpostavi ravnotežje. Posledično kofein v mleti kavi zapusti kavo, da 
preide v vodo, in furfural zapusti vodo, da preide v toluen. Seveda iz faze ne odide 
celoten topljenec, temveč ta prehaja le do vzpostavitve termodinamskega ravnotežja. 
[11] 
Tudi raba mikroreaktorjev za izvajanje ekstrakcije se vedno bolj širi. Z njimi lahko 
ekstrahiramo vanilin v organsko fazo, uporabljamo pa jih lahko tudi za reaktivno 
ekstrakcijo mlečne kisline. Problem predstavlja separacija dveh faz. V veliki večini se 
mikroreaktorji za dve fazi uporabljajo v čepastem toku (slug flow), ki ima večjo 
medfazno površino kot paralelni tok. Prednost slednjega pa je relativno preprosta ločba, 
vendar je medfazna površina skozi proces manjša, kar lahko pomeni slabši učinek 
difuzije. V primeru čepastega toka se največkrat zanašamo na separacijo, ki temelji na 
gravitaciji. Vodna in (največkrat) organska faza se ločita zaradi razlike v gostoti, vendar 
lahko celoten proces traja nekaj ur. Uporabljamo lahko tudi geometrijske prilagoditve in 
ločevalce, ki temeljijo na omočljivosti. Geometrijske prilagoditve so v nekaterih 
primerih pokazale kontaminacijo ene faze (< 2%), medtem ko je v drugi praktično ni 
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bilo. Na omočljivost neke faze vpliva predvsem material. Za primer lahko vzamemo 
vodo, ki bolje omoči jeklo, organska faza pa PTFE, rezultat pa je manj kot 5% 
kontaminacija. Uporablja se tudi membranska separacija, ki, ko je dobro načrtovana, 
omogoča separacijo brez kontaminacije. [12, 13, 14]  
V primeru, ko imamo opravka s fluidi z velikimi hitrostmi, lahko uporabimo identične 
principe kot na makro nivoju. Tudi tu uporabimo gravitacijo. Najpogostejši separator je 
IMM usedalnik za separacijo sistemov tekoče-tekoče. Sestavljen je iz steklene cevke, ki 
je pritrjena na obeh koncih. Kapljevina z manjšo gostoto splava na vrh, tista z večjo pa 
se spusti proti dnu. [14] 
1.2.2 Reakcija 
Proces, katerega rezultat je kemijska transformacija ene ali več substanc imenujemo 
kemijska reakcija. Poznamo reverzibilne in ireverzibile. Slednjo zapišemo na naslednji 
način (1). Ko imamo opravka z reverzibilno reakcijo, lahko produkti zreagirajo nazaj do 
reaktantov. [14] 
 α A+ β B → γ C+ δ D (1) 
Da tudi kvantitativno opišemo kako reakcija poteka, uvedemo reakcijsko hitrost (- rA) v 
enačbi (2), ki je definirana kot sprememba koncentracije v časovni enoti [
mol
L s
]. 
Zapišemo jo lahko kot produkt konstante reakcije k in dveh potenc. Ti sta sestavljeni iz 
osnov, koncentracije reaktanta A CA
 
 in reaktanta B CB
 
, in njunih eksponentov, ki 
predstavljata delna reda reakcije α in β. Celokupni red je α + β. [14] 
 (- rA) = k ∙ CA
α  ∙ CB
β
 (2) 
Enačba velja v primeru elementarne reakcije, kar pomeni, da so eksponenti enaki 
stehiometričnim faktorjem v enačbi (1), medtem ko pri neelementarni reakciji to ne drži. 
[14] 
Predznak v enačbi (2) nakazuje na izginjanje komponente.  
Kot rečeno poznamo tudi reverzibilne reakcije. V primeru, ko je reakcija ireverzibilna in 
elementarna, enačbi (2) na desni strani preprosto dodamo  − k2 ∙ CC
γ
 ∙ CD
δ
 .  
Vidimo, da je reakcijska hitrost odvisna tudi od konstante reakcijske hitrosti. Ta je 
definirana z Arrheniusovim zakonom. S predpostavko, da je aktivacijska energija 
konstantna zapišemo zvezo (3). [14] 
 
ln
k2
k1
= 
Ea
R
 (
1
T1
−  
1
T2
) 
(3) 
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V enačbi sta konstanti reakcijske hitrosti označeni s k, aktivacijska energija z Ea, 
temperatura s T, z R pa je označena splošna plinska konstanta. 
Pri encimskih reakcijah je hitrost reakcije zapisana nekoliko drugače. Upošteva se 
kinetika Michaelisa in Menteninove (4). Služi kot približek rešitvi sistema 
diferencialnih enačb, ki v praksi ne drži vedno, najbolje je to vidno pri dinamičnih 
sistemih. Zelo dobro napoveduje encimske reakcije in vitro, vendar verjetno odstopa od 
realnega dogajanja v celicah. [15] 
 
(rP)= 
(rm)∙ CS
Km+ CS
 
(4) 
(rP) označuje hitrost reakcije, (rm) pa njeno maksimalno hitrost, CS predstavlja 
koncentracijo substrata, Km pa Michaelisovo konstanto. [16] 
1.2.3 Sočasna ekstrakcija in reakcija 
Ekstrakcijo tekoče-tekoče najbolje opiše teorija stacionarnega dvojnega filma. Na 
podlagi te se na koncu tudi dimenzionira potrebna oprema. Redko se zgodi, da v 
ekstrakcijo poseže tudi reakcija. Odvisno od hitrosti le-te, lahko sočasno ekstrakcijo 
žene ali ovira sama fizikalna ekstrakcija (prenos snovi) ali reakcija. Ker reakcija 
porablja ekstrakt, je ekstrakcija lahko bolj učinkovita, vendar  pa je potrebna tudi 
drugačna oprema. [17] 
Recimo, da imamo reaktant A v fazi 1 in reaktant B v fazi 2. Ekstrahiramo A v fazo 2. 
Če imamo opravka s hitro reakcijo, se ta dogaja v filmu faze 2. Komponenta A 
difundira skozi film faze 1 do ravnine reakcije v fazi 2, kjer sta koncentraciji obeh 
reaktantov enaki nič. Hitra oziroma takojšnja reakcija označuje razmerje med prenosom 
snovi, ki je v tem primeru faktor, ki limitira proces, in hitrostjo reakcije. Ta je v 
primerjavi s transportom snovi tako hitra, da reaktanti izginejo praktično v trenutku. 
Koeficient prenosa snovi je zato sorazmeren s koeficientom same ekstrakcije. To 
pomeni, da ima hidrodinamika na ekstrakcijo s hitro reakcijo enak vpliv kot na samo 
ekstrakcijo. [17] 
V primeru počasne reakcije, se bo ta v večji meji odvijala v glavni masi faze 2 namesto 
v filmu. Kljub temu začne komponenta A reagirati že v filmu faze 2. Ostanek reaktanta 
A difundira skozi film do glavne mase fluida, kjer nato reagira s komponento B. 
Difundira dokler ne doseže ravnotežne koncentracije. Predpostavili smo, da je B limitni 
reaktant, vendar lahko tudi B difundira v komponento 1, kjer zreagira z A. Hitrost 
prenosa snovi zavisi tako od koeficienta prenosa snovi in reakcijske konstante. Limitira 
ga počasnejši proces, torej je v primeru zelo počasne reakcije prav ta limitni faktor. [17] 
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1.3 Pomen in osnove matematičnega modeliranja procesov 
Tako kot ekstrakcijo, modele uporabljamo v vsakodnevnem življenju brez posebnega 
zavedanja. Res je, da so ti modeli bolj kvalitativne narave, a kljub temu vplivajo na naše 
življenje. Drugi modeli, tisti kvantitativni, so izraženi z matematičnimi izrazi. So orodje 
s katerimi opišemo nek sistem, odkrivamo kako posamezni faktorji vplivajo nanj, hkrati 
pa nam ga pomagajo pri celostnem razumevanju danega problema. Pravzaprav so naš 
poskus slikanja realnosti. [18] 
Pri še tako zmogljivem računalniku, ki nam seveda močno pomaga pri modelu, pa 
moramo razumeti naslednje stvari: 
- Model je lahko zgolj dobra ocena resničnega procesa, ne more pa zavzeti vseh 
spremenljivk. 
- Proces proti končnemu modelu se naj vedno začne z najosnovnejšimi koncepti. 
- Pomembno je razumevanje vzročno – posledičnega odnosa. 
- Mora biti robusten in realističen. [18] 
V grobem delimo modele na fizične in abstraktne. Fizični so preslikave realnih 
sistemov. Navadno so pomanjšane kopije. V kemijskem inženirstvu so pomembni 
zaradi prototipov. Abstraktne delimo na mentalne in simbolične. Mentalni nastajajo v 
zavesti in vplivajo na naše učenje in razumevanje, simbolične pa naprej razdelimo na 
matematične in nematematične. Slednji so lahko verbalni, grafični ali shematični, 
skupna pa jim je lastnost, da iz njih ne dobimo vedno točnih informacij. Edina vrsta 
modelov, ki nam še ostane so matematični modeli. Te lahko razdelimo v tri skupine. 
Mehanistični model ustvarimo samo z zapisom enačb, formul, funkcij, rezultat pa je 
navadno kompleksen sistem, ki nima vedno praktične uporabe. Popolno nasprotje je 
eksperimentalni model, kjer ne potrebujemo razumevanja kemije, fizike in tehnike, 
marveč so dovolj le meritve sistema, iz katerih sestavimo matematično strukturo, ki 
najbolje opiše te meritve. Zadnja zvrst modela, ki je v praksi tudi najbolj uporaben, je 
kombinirani model. Začne se z definicijo problema, katerega parametre nato z znanjem 
ovrednotimo, včasih nekatere preprosto zanemarimo, na koncu pa preverimo naš model 
z realnim procesom, kjer določimo še kinetične in transportne mehanizme. [16] 
Model preverjamo z eksperimentalnimi podatki in ga v primeru večjih odstopanj 
spremenimo, v osnovi pa se držimo nekaj osnovnih korakov: 
1. Najprej problem dobro definiramo in postavimo cilj(e) proučevanja. 
2. V skladu s kakršnimikoli praktičnimi izkušnjami mora biti vso razumevanje 
danega sistema pregledano in ocenjeno. Po potrebi se razvije alternativni model. 
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3. Razumevanje danega sistema mora biti nato zapisano v matematični strukturi in 
prevedemo v jezik, ki ga razume računalnik. Ta tudi izvede simulacijo. 
4. Preveriti moramo veljavnost računalniške simulacije. Če se simulacija in 
eksperimentalni podatki ujemajo, preverimo kako dobro se ujemajo. Pogosto 
moramo premisliti vsebino točke 1. in 4. 
5. Model lahko uporabimo za namene, za katere je bil razvit. [18] 
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2 Namen dela  
Kljub obširnemu raziskovanju, še vedno ostajajo področja tematike mikroreaktorjev, ki 
niso tako dobro poznana, zato bom vsaj delček od njih poskusil pobližje spoznati in 
predstaviti. Ker pa je matematično modeliranje pomemben del mojega diplomskega 
dela, mu bom v nadaljevanju namenil posebno pozornost. Naslednje poglavje bom začel 
z biotransformacijo progesterona, kjer bom s pomočjo virov in matematičnih orodij 
razvil model raztapljanja in biotransformacije steroida, ki se na koncu s pomočjo 
mikroreaktorja ekstrahira v organsko fazo. Ta del bo služil kot primer matematičnega 
modeliranja in prikazuje, na kakšen način je končni problem dela rešljiv.  
Drugi del poglavja se bo posvetil projektu, ki ga izvaja UL FKKT. Razvija se 
kontinuirni proces za proizvodnjo aktivne farmacevtske učinkovine. Pravzaprav gre za 
ekstrakcijo in reakcijo, v tem diplomskem delu pa se bom osredotočil na proces 
ekstrakcije in reakcije v mikrofluidnem sistemu, saj lahko z določenimi predpostavkami 
o laminarnem toku lažje razumemo dogajanje. 
V Y mikroreaktorju se vzpostavi paralelni tok dveh nemešljivih faz; vodne in organske. 
Ker viskoznost teh kapljevin ni ista, moramo seveda prilagoditi hitrost toka obeh faz, da 
bo fazna meja v mikroreaktorju na sredini kanala. Na meji med samima fazama poteka 
ekstrakcija, nato pa še reakcija, kjer se tvori omenjena farmacevtska učinkovina. Gre za 
proučevanje skupine procesov, zato delo ne predstavlja usmeritve v eno samo sintezo, 
marveč se lahko proces posploši na sisteme s podobnimi karakteristikami. 
Na podlagi mehanike fluidov, prenosa snovi in znanja o kemijski reakciji bom poskušal 
razviti in zapisati modelne enačbe, ki bodo v prihodnosti služile kot opora za zapis v 
računalniškem jeziku.  
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3 Modeliranje izbranih procesov  
Za reševanje analitično nerešljivih problemov se uporabljajo uporabniku prijazna 
matematična programska orodja, na primer Matlab, Mathematica in Python. Koda, ki 
rešuje naslednji problem, je zapisana v slednjem. 
3.1 Biotransformacija progesterona 
Koncept matematičnega modeliranja z ekstrakcijo in reakcijo bomo najbolje spoznali s 
primerom. 
3.1.1 Definicija problema 
V erlenmajerici, ki služi kot šaržni reaktor, izvajamo 11α-hidroksilacijo progesterona s 
pomočjo glive Rhizopus nigricans. Encimski sistem, ključen za pretvorbo, je v celici, 
zato mora reaktant prehajati skozi celično steno do aktivnih mest. Seveda mora produkt 
priti tudi iz celice. [16] 
Določiti želimo limitne člene hitrosti te reakcije (5). 
 A → B (5) 
3.1.2 Razumevanje procesa in zapis v matematičnem jeziku 
V sistem z glivami uvedemo v organskem topilu raztopljen progesteron, ki v vodi ni 
dobro topen. To topilo se meša z vodo, zato progesteron suspendira. Progesteron v 
suspenziji se raztaplja v vodi (6). Upor proti prenosu steroida skozi celično steno je 
zanemarljiv. Prav tako zanemarimo difuzijo v filmu ob površini celic. [16, 19] 
 
Csubstrat, s 
raztapljanje
⇔       Csubstrat, aq 
enc. reakcija
⇔       Cp, aq 
(6) 
Vse koncentracije so v [
mg
L
]. Cs, s (= Csubstrat, s)  predstavlja koncentracijo substrata v 
trdnem agregatnem stanju, Cs, aq (= Csubstrat, aq) pa koncentracijo v vodi raztopljenega 
substrata. 
Hitrost raztapljanja steroida zapišemo v obliki diferencialne enačbe (7). 
 dCs,s
dt
=  −K ∙ S ∙ (Cs,aq
∗ − Cs,aq) 
(7) 
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K predstavlja koeficient snovnega prenosa [
1
minm2
], S predstavlja celotno efektivno 
površino za prenos snovi [m2] in Cs,aq
∗  ravnotežno koncentracijo substrata [
mg
L
]. 
Privzamemo lahko linearno zvezo med progesteronom v suspenziji in efektivno 
površino (8). [16, 19] 
 dCs,s
dt
=  −K1 ∙ Cs,s  ∙ (Cs,aq
∗ − Cs,aq) 
(8) 
K1 je eksperimentalno določena konstanta hitrosti raztapljanja [
L
minmg
]. 
Ker gre za encimsko reakcijo brez inhibicije, lahko nadaljujemo s kinetiko Michaelisa 
in Menteninove (11), kjer C𝑠 = Cs,aq označuje koncentracijo raztopljenega substrata. 
[16, 19] 
3.1.3 Določanje parametrov 
Eksperimentalno lahko z nenasičeno raztopino določimo potrebne parametre.  
(rm) = 1,037 
mg
L min
 , Km = 6,097 
mg
L
 , začetni vrednosti Cs,s = 300 
mg
L
 pa z najboljšim 
ujemanjem pripada konstanta K1 = 9,0 ∙  10
−4  
L
mg min
 . Ravnotežna koncentracija 
steroida je Cs,aq
∗ = 12 
mg
L
 . [16] 
3.1.4 Predpostavke in modelne enačbe 
Rezultat je sistem diferencialnih enačb (9, 10, 11). Predpostavili smo enotno 
koncentracijo po celotnem reaktorju, konstantno koncentracijo encima, zanemarljiv 
upor skozi film ob celični steni in skozi njo. [16, 19] 
 dCs,s
dt
=  −K1 ∙ Cs,s  ∙ (Cs,aq
∗ − Cs,aq) 
(9) 
 dCs,aq
dt
=  K1 ∙ Cs,s  ∙ (Cs,aq
∗ − Cs,aq) −
(rm) ∙  Cs,aq
Km + Cs,aq
  
(10) 
 dCp
dt
=  
(rm) ∙  CS
Km + CS
 
(11) 
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Robni pogoji so zastavljeni pri t = 0 (12). 
t = 0 Cs,s(0) =  Cs,s,0 = 300 
mg
L
 Cs,aq(0) = Cp(0) = 0 (12) 
Model je rešen v programskem okolju Spyder, ki uporablja računalniški jezik Python 
3.6. Sintaksa je v poglavju 7.1 Model in primerjava z eksperimentalnimi vrednostmi. 
Tabela 1: Eksperimentalni podatki  
t [min] Cs = Cs,s  +  Cs,aq Cp 
0 300 0 
15 289,2 11,4 
30 283,0 17,9 
45 267,6 34,0 
60 256,6 45,6 
90 237,1  66,1 
[16] 
 
Končni model se dobro ujema z eksperimentalnimi podatki. 
 
Graf 1: Končni model biotransformacije progesterona v primerjavi z  
eksperimentalnimi podatki 
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Ker v programskem jeziku ni indeksov, se označbe različnih količin rahlo spremenijo. 
Css je koncentracija neraztopljenega substrata, Csaq predstavlja raztopljen substrat, Cp 
označuje koncentracijo produkta, Csse in Cpe pa so točke, ki prikazujejo 
eksperimentalne podatke. Jasno vidimo, da je limitni dejavnik pri šaržni 
biotransformaciji progesterona hitrost njegovega raztapljanja. 
3.2 Ekstrakcija steroida v mikrofluidnem sistemu 
Ko se biotransformacija progesterona zaključi, sledi ekstrakcija v organsko topilo. 
Uporabljen je mikroreaktor. Tu se pravzaprav prične resnični problem. Celotno poglavje 
do tega služi kot zgled matematičnega modeliranja. Namesto biotransformacije lahko 
obravnavamo tudi kakršnokoli drugo reakcijo, katere produkti zahtevajo ekstrakcijo. V 
nadaljevanju bomo predpostavili, da imamo še vedno opravka s progesteronom, ki je 
raztopljen v vodi, ekstrahirati pa ga želimo v organsko topilo. V našem primeru je to 
etilacetat. Reakcije zavoljo večje jasnosti v tem podpoglavju ne bo. [20] 
3.2.1 Hitrostni profil 
Preden začnemo z ekstrakcijo, poglejmo hitrostni profil. Na začetku se poslužimo 
Navier – Stokesovih enačb (13). To so nelinearne parcialne diferencialne enačbe, ki 
opisujejo gibanje viskoznih tekočin. Ko imamo opravka z newtonijskimi tekočinami, ki 
so hkrati nestisljive in v stacionarnem stanju, lahko sistem opišemo s kartezičnimi 
koordinatami za vsako smer in kontinuitetno enačbo (14). [21] 
 
Slika 2: Skica hitrostnega profila v mikroreaktorju z označenimi osmi [19] 
Koordinatni sistem v mikroreaktor postavimo tako, da smer x poteka vzdolž dolžine 
kanala L, y koordinata označuje širino 2W, z pa višino H (Slika 2). V sistemu (13) 
lahko vidimo, da je hitrost v smeri x označena z v, hitrost v smeri y pa z u, medtem ko 
w označuje hitrost v smeri z. Gostota je označena z ρ, viskoznost z η, pritisk predstavlja 
P, z g pa je označen gravitacijski pospešek. [21] 
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ρ (v
∂v
∂x
+ u
∂v
∂y
+ w
∂v
∂z
) = −
∂P
∂x
+ η(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
+ 
∂2v
∂z2
) 
 
 
ρ (v
∂u
∂x
+ u
∂u
∂y
+ w
∂u
∂z
) = −
∂P
∂y
+ η(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
+ 
∂2u
∂z2
) 
 
 
ρ (v
∂w
∂x
+ u
∂w
∂y
+ w
∂w
∂z
) = −
∂P
∂z
+ η(
∂2w
∂x2
+
∂2w
∂y2
+ 
∂2w
∂z2
) + ρg 
(13) 
 ∂v
∂x
+
∂u
∂y
+
∂w
∂z
= 0 
(14) 
Predpostavljamo Poiseuillov tok. Ob upoštevanju stacionarnega paralelnega toka in 
zanemarjanju stisljivosti in gravitacije dobimo enačbi (15) in (16), kjer sta tako v in u 
hitrost v smeri x, z razliko, da v označuje hitrost vodne faze, u pa etilacetata. [20] 
 
0 = −
∂P
∂x
+ ηW (
∂2v
∂y2
+ 
∂2v
∂z2
) 
(15) 
 
0 = −
∂P
∂x
+ ηEtA (
∂2u
∂y2
+ 
∂2u
∂z2
) 
(16) 
Zapišemo robne pogoje (17), ki pritičejo dejstvu, da je hitrost ob robu enaka nič, zadnji 
pa opisuje, kako je produkt odvoda hitrosti pri y = 0 in viskoznosti prvega in drugega 
topila enak. [20] 
 v(W, z) = u(−W, z) = 0; 0 ≤ z ≤ H  
 v(y, 0) = u(y, 0) = 0;−W ≤ y ≤ W  
 v(y, H) = u(y, H) = 0;−W ≤ y ≤ W  
 
ηW
∂v(0, z)
∂y
=  ηEtA
∂u(0, z)
∂y
; 0 < z < H 
(17) 
Če je pritisk konstanten, se 
∂P
∂x
 spremeni v 
∆P
L
 . [20] 
Sistem teh dveh Poissonovih enačb ni analitično rešljiv, zato ga lahko rešujemo 
numerično z uporabo računalniških orordji. 
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3.2.2 Matematični model ekstrakcije steroida v mikroreaktorju 
V primeru, ko se ekstrakcija izvaja na sredini kanala, je bil razvit tridimenzionalen 
model, ki upošteva konvektivni prenos snovi v x smeri in difuzijo v vse tri smeri. Gre za 
dve brezdimenzijski parcialni diferencialni enačbi (18, 19). Sistem obravnava 
stacionarno stanje. [20] 
 
vξ(ψ,ω)
∂X
∂ξ
=
DS/W
W
(
∂2X
∂ξ2
+
∂2X
∂ψ2
+ 
∂2X
∂ω2
) 
(18) 
 
uξ(ψ,ω)
∂Y
∂ξ
=
DS/EtA
W
(
∂2Y
∂ξ2
+
∂2Y
∂ψ2
+ 
∂2Y
∂ω2
) 
(19) 
ξ =  
x
W
 ψ = 
y
W
 ω = 
z
W
 
X =  
CS/W
CS/W i
 Y =  
CS/EtA
CS/W i
 
(20) 
Definiramo brezdimenzijske količine (20). X in Y sta odvisni spremenljivki, ki sta 
definirani s koncentracijama steroida. CS/W in CS/EtA označujeta koncentraciji steroida v 
vodi in etilacetatu, medtem ko CS/W i predstavlja začetno koncentracijo progesterona v 
vodi. Difuzivnost učinkovine v posameznem mediju predstavlja DS/W in DS/EtA . [20] 
Robnih pogojev (21) je več, saj obravnavamo tridimenzionalen sistem. 
X(0, ψ,ω) = 1 0 ≤ ψ ≤ 1 
0 ≤ ω ≤
H
W
; 
∂X(
L
W ,ψ,ω)
∂ξ
= 0 
0 ≤ ψ ≤ 1 
0 ≤ ω ≤
H
W
; 
∂X(ξ, 1, ω)
∂ψ
= 0 0 < ξ <
L
W
 0 ≤ ω ≤
H
W
; 
∂X(ξ, ψ, 0)
∂ω
= 0 0 < ξ <
L
W
 
0 ≤ ψ < 1; 
∂X(ξ, ψ,
H
W)
∂ω
= 0 
0 < ξ <
L
W
 
0 ≤ ψ < 1; 
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X(ξ, 0, ω) =  KP ∙ Y(ξ, 0, ω) 0 < ξ <
L
W
 0 < ω <
H
W
 ; 
Y(0, ψ,ω) = 0 −1 ≤ ψ ≤ 0 
0 ≤ ω ≤
H
W
 ; 
∂Y(
L
W ,ψ,ω)
∂ξ
= 0 
−1 ≤ ψ ≤ 0 
0 ≤ ω ≤
H
W
; 
∂Y(ξ, −1, ω)
∂ψ
= 0 0 < ξ <
L
W
 0 ≤ ω ≤
H
W
; 
∂Y(ξ, ψ, 0)
∂ω
= 0 0 < ξ <
L
W
 
−1 < ψ ≤ 0; 
∂Y(ξ, ψ,
H
W)
∂ω
= 0 
0 < ξ <
L
W
 
−1 < ψ ≤ 0; 
∂Y(ξ, 0, ω)
∂ψ
=
DS/W
DS/EtA
 
∂X(ξ, 0, ω)
∂ψ
 0 < ξ <
L
W
 0 < ω <
H
W
 (21) 
KP je porazdelitveni koeficient v sistemu voda – etilacetat. [20] 
3.2.3 Računsko določanje porazdelitvenega koeficienta in difuzivnosti 
Vrednost porazdelitvenega koeficienta dobimo s pomočjo linearnih razmerij topilne 
energije (22), ki so poleg napovedi koeficienta primerne tudi za napovedovanje drugih 
fizikalno-kemijskih in biokemijskih lastnosti. [22] 
 log KP = K0 + vVs + sπ + dδ + bβ + aα (22) 
Male črke skupaj s K0 označujejo LSER konstante. Odvisne so od celotnega sistema, 
medtem ko so grške črke in Vs lastnosti topila. [20, 22] 
Difuzivnost je količina, ki je odvisna od sistema, zato jo lahko za pogostejše sisteme 
pridobimo iz tabel. Če pa imamo opravka s sistemi, ki niso ravno vsakdanji, pa si lahko 
pomagamo z empiričnimi korelacijami. Najbolj poznane so Scheiblova (23), Wilke-
Changova in Hayduk-Laudie korelacija. Seveda pride pri posplošitvi enačbe za vse 
sisteme do določene napake, ki pa je najmanjša pri Scheiblovi. Rezultat je difuzivnost 
steroida S v topilu B; DS/B . [23] 
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DS/B= 
AST
η
B
V̅S
1/3
(1+(
3V̅B
V̅S
)
2/3
) 
(23) 
V̅ je molski volumen, ηB je dinamična viskoznost topila (voda ali EtA), T predstavlja 
temperaturo v kelvinih, AS pa je konstanta, ki znaša 8,2 ∙ 10
−8. [20]  
3.3 Ekstrakcija s sočasno reakcijo 
Sam sistem enačb bo podoben sistemu enačb ekstrakcije brez reakcije, dodan pa bo člen 
reakcije, ki je zapisan v enačbi (2). Seveda lahko preprosto predpostavimo, da je 
reakcija ničtega ali prvega reda, vendar v tem podpoglavju obravnavamo splošen primer 
elementarne reakcije, zato bo reakcija drugega reda, pri kateri je reakcijska hitrost 
enakovredno odvisna od obeh reaktantov. Kljub temu, da je veliko reakcij 
neelementarnih, te ne bodo obravnavane, saj razne ulomkove črte in dodatni členi ter 
faktorji zapletejo matematično manipulacijo, ki omogoča relativno direkten dostop do 
rešitve. Podpoglavje bo pričelo postopek pridobivanja sistema enačb s snovno bilanco, 
nadaljevalo pa z vpeljavo brezdimenzijskih količin, ki bodo pomagale na poti do 
vzpostavitve problema. Robni pogoji bodo zelo podobni tistim v prejšnjem poglavju. 
Ob tem je vredno poudariti, da je numerično rešen hitrostni profil iz poglavja 3.2.1 
Hitrostni profil ključnega pomena in za ta del diplomske naloge predstavlja 
nepogrešljivo komponento. Hitrost je zdaj po celotni širini označena z v in kaže le v 
smeri x. Indeks je zaradi lažjega zapisa izpuščen. Čeravno v tem podpoglavju ni 
pretiranega zanemarjanja členov ali količin, je pomembna predpostavka, da 
koncentracija ne vpliva na viskoznost kapljevine. Ob neupoštevanju tega privzetka, bi 
lahko ob večjih koncentracijah naleteli na težave. Pri nižjih koncentracijah, ki so tudi 
obravnavane, ne bi smelo biti večjih odstopanj. Difuzivnost in porazdelitveni koeficient 
sta lahko pridobljena na isti način kot v poglavju 3.2.3 Računsko določanje 
porazdelitvenega koeficienta in difuzivnosti. 
V mikrofluidnem sistemu imamo na levi strani organsko topilo, ki po širini y sega od 
- W do 0, kjer se začne desna stran z vodo in sega do W. Ostajamo pri ekstrakciji 
farmacevtske učinkovine, topljenca A, iz vodne v organsko fazo. V njej se nahaja drugi 
reaktant, topljenec B. Zaželeno je, da se ta v vodni fazi ne raztaplja, vendar to 
največkrat ne drži. Zavoljo modela bomo predpostavili, da topljenec B ni topen v vodni 
fazi. 
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Začenjamo po utečeni matriki kemijskega inženirstva – s snovno bilanco (24), kjer ni 
akumulacije. Hkrati tudi ni nastajanja. Bilanca je locirana v organski fazi, kjer tudi 
poteka kemijska reakcija. 
 vstop – izstop + nastajanje – izginevanje = 0  
 
0 = v ∙ (∆y∆z) ∙ CA|
 
 
x
− v ∙ (∆y∆z) ∙ CA|
 
 
x+∆x
− DAO,z  
∂CA
∂z
|
 
 
z
(∆x∆y) + 
+DAO,z  
∂CA
∂z
|
 
 
z+∆z
(∆x∆y) − DAO,y  
∂CA
∂y
|
 
 
y
(∆x∆z) +  
+DAO,y  
∂CA
∂y
|
 
 
y+∆y
(∆x∆z) − DAO,x  
∂CA
∂x
|
 
 
x
(∆y∆z) + 
+DAO,x  
∂CA
∂x
|
 
 
x + ∆x
(∆y∆z) − k ∙ CA
α  ∙  CB
β
(∆x∆y∆z) 
(24) 
Celotno enačbo delimo z (∆x∆y∆z) in spremembo limitiramo proti 0. Upoštevamo, da 
je difuzivnost v vse smeri enaka, da dobimo enačbo (25). Preuredimo jo tako, da ima 
vsak člen, razen reakcije, pozitiven predznak.  
 
v
∂CA
∂x
= DAO (
∂2CA
∂x2
+
∂2CA
∂y2
+ 
∂2CA
∂z2
) − k ∙ CA
α  ∙  CB
β
 
(25) 
Tako kot pri ekstrakciji bodo uvedene brezdimenzijske spremenljivke (26), hkrati pa 
določimo, da je reakcija glede na reaktant A kot tudi glede na B prvega reda. 
X =
CA
CA0
; y > 0  Y =
CA
CA0
; y < 0 Z =
CB
CB0
; y < 0 
ξ =  
x
W
 ψ = 
y
W
 ω = 
z
W
 
α = 1 β = 1 (26) 
Enačbo (25) množimo z 
W
CA0 
 , dočim pa upoštevamo, da je reakcija drugega reda. V 
enačbi (27a) prvi člen na desni strani pomnožimo tudi z 
W
W
 , v enačbi (27b) pa drugi člen 
z 
CB0
CB0
 , da dobimo (27c). 
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v
∂ (
CA
CA0
)
∂ (
x
W)
= DAO(
∂2 (
CA
CA0
)
∂ (
x
W)∂x
+
∂2 (
CA
CA0
)
∂ (
y
W)∂y
+ 
∂2 (
CA
CA0
)
∂ (
z
W)∂z
) − 
  −
CA
CA0  
k CBW  
(27a) 
 
v
∂Y
∂ξ
=
DAO
W
(
∂2Y
∂ξ2
+
∂2Y
∂ψ2
+ 
∂2Y
∂ω2
) − Y k CBW 
(27b) 
 
v
∂Y
∂ξ
=
DAO
W
(
∂2Y
∂ξ2
+
∂2Y
∂ψ2
+ 
∂2Y
∂ω2
) −  k CB0W ∙ (YZ) 
(27c) 
Če reakcija glede na reaktant A ali B ni prvega reda, to ne predstavlja večjih težav, saj 
se spremembe dogajajo le pri zadnjem členu. Brezdimenzijska količina Y ima isti 
eksponent kot je delni red glede na reaktant A. Če deljenje v (27a) ne odstrani vsega CA, 
preprosto člen reakcije množimo s faktorjem 
CA0
CA0
 dokler ni vsa koncentracija reaktanta A 
izražena z Y. Analogno lahko delujemo, ko reakcija ni prvega reda glede na reaktant B, 
le da množimo zadnji člen v (27b) s faktorjem 
CB0
CB0
 , ki ga potenciramo na isti eksponent 
kot je red reakcije glede na reaktant B. Skupaj z dodatnimi faktorji se na novo definira 
tudi Damköhlerjevo število Da. [24] 
Ko poskrbimo, da so vse količine podane v osnovnih enotah, lahko preverimo, če je 
možna še ena manipulacija. Mnogokrat je hitrost lahko izražena s funkcijo, kjer je 
maksimalna hitrost preprosto pomnožena z neko drugo brezdimenzijsko funkcijo kot 
kaže enačba (28). Če ta trditev drži, lahko delimo z maksimalno hitrostjo in pridobimo 
enačbo (29).  
 v =  vmax ∙ f(ψ,ω) (28) 
1
(Re Sc)
=
D
W ∙ vmax
 [22] DaA = 
k ∙ CB0 ∙ W
vmax
  [22] 
 
f(ψ,ω) ∙
∂X
∂ξ
=
1
(Re Sc)A
(
∂2Y
∂ξ2
+
∂2Y
∂ψ2
+ 
∂2Y
∂ω2
) − DaAYZ 
 
(29) 
Z določenimi predpostavkami lahko formulo (25) poenostavimo. V smeri x poteka tako 
konvektivni prenos snovi kot tudi difuzija. Slednja je ob sočasnem konvektivnem 
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prenosu snovi že pri nizkih pretokih zanemariljiva, zato lahko prvi člen v oklepaju 
odpade. Logična je tudi predpostavka, da difuzija v smeri z ne vpliva znatno, zato 
odpade tudi tretji člen v oklepaju. Dobimo dimenzijsko enačbo (30) in njeno izpeljavo 
(31), ki vpelje nekatere brezdimenzijske količine. S pomočjo enačbe (31) se lahko opiše 
dogajanje v mikroreaktorju. 
 
v
∂CA
∂x
= DAO ∙
∂2CA
∂y2
− k ∙ CA
  ∙  CB
  
(30) 
 
v
∂Y
∂ξ
=
DAO
W
∙
∂2Y
∂ψ2
−  k CB0W ∙ (YZ) 
(31) 
Naslednje enačbe so izpeljane iz enačbe (30).  
V vodni fazi (y > 0) ni komponente B, zato je njena koncentracija enaka 0, kar pomeni, 
da ni kemijske reakcije in potekata le difuzija in konvektivni prenos snovi (32). Ker to 
ni isti sistem kot (30), se spremeni tudi difuzivnost. 
 
v
∂X
∂ξ
=
DAV
W
∙
∂2X
∂ψ2
 
(32) 
Na fazni meji nam dogajanje opisuje porazdelitveni koeficient, reaktant A v organski 
fazi pa opisujemo z drugo brezdimenzijsko količino, saj  je y < 0. Tu koncentracija 
reaktanta B ni nič, zato reakcija poteka (33).  
 
v
∂Y
∂ξ
=
DAO
W
∙
∂2Y
∂ψ2
−  k CB0W ∙ (YZ) 
(33) 
Enačba, ki opisuje topljenec B (34) je zelo podobna.  
 
v
∂Z
∂ξ
=
DBO
W
∙
∂2Z
∂ψ2
−  k CA0W ∙ (YZ) 
(34) 
Pri produktu upoštevamo, da ta ne izgineva, marveč nastaja. Prav tako predpostavimo, 
da ni topen v vodni fazi. Definiramo novo brezdimenzijsko spremenljivko (35). 
Izpeljava do (36) je analogna izpeljavam, ki pripeljejo do enačb (32), (33) in (34). 
 
P =
CP
CB0
; y < 0 
(35) 
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v
∂P
∂ξ
=
DPO
W
∙
∂2P
∂ψ2
+  k CA0W ∙ (YZ) 
(36) 
Robni pogoji (37) so precej podobni robnim pogojem (21), le da popolnoma 
zanemarimo smer z, hkrati pa nimamo dveh diferencialnih enačb, marveč štiri. 
 
X(0, ψ) = 1 0 ≤ ψ ≤ 1 
∂X(ξ, 1)
∂ψ
= 0 0 < ξ <
L
W
 
X(ξ, 0) =  KP ∙ Y(ξ, 0) 0 < ξ <
L
W
 
Y(0, ψ) = 0 −1 ≤ ψ ≤ 0 
∂Y(ξ, −1)
∂ψ
= 0 0 < ξ <
L
W
 
∂Y(ξ, 0)
∂ψ
=
DAV
DAO
 
∂X(ξ, 0)
∂ψ
 0 < ξ <
L
W
 
Z(0, ψ) = 1 −1 ≤ ψ ≤ 0 
∂Z(ξ, −1)
∂ψ
= 0 0 < ξ <
L
W
 
∂Z(ξ, 0)
∂ψ
= 0 0 < ξ <
L
W
 
P(0, ψ) = 0 −1 ≤ ψ ≤ 0 
∂P(ξ, 0)
∂ψ
= 0 0 < ξ <
L
W
 
∂P(ξ, −1)
∂ψ
= 0 
 
0 < ξ <
L
W
 
(37) 
 
Sistem enačb (32), (33), (34) in (36) je s pripadajočimi robnimi pogoji (37) model, ki ga 
lahko rešujemo s pomočjo matematičnih orodij. 
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3.4 Ekstrakcija z reakcijo na medfazni površini 
Namen modelov je z uporabo naravnih zakonov in matematičnih enačb in formul 
pridobiti sistem zapisov, ki opisujejo opazovan sistem. Od predpostavk je lahko odvisna 
tudi končna oblika modela, vendar brez verifikacije ne vemo, katere predpostavke so 
bile upravičene. Prav zato pa lahko razvijemo še en model. Tu ne bomo predpostavljali 
netopnosti, bomo pa že od začetka predpostavili dvodimenzionalen sistem, kar pomeni 
da z osi sploh ne bo zapisane. Ne gre zanemariti tudi privzetka, da je hitrost fluida 
enotna in konstantna. 
Kot v prejšnjem poglavju imamo opravka z dvema fazama v mikroreaktorju. V vsaki je 
raztopljen en reaktant. Zavoljo podobnosti s prejšnjim modelom lahko rečemo, da je 
reaktant A v vodni fazi (faza I), reaktant B pa v organski fazi (faza II). Smeri so 
označene isto kot v prejšnjem primeru – x teče v smeri dolžine reaktorja, koordinata y 
pa označuje širino. Kot rečeno smer z zanemarimo. Reakcija je drugega reda in je hitra, 
kar pomeni, da reaktant ob stiku z medfazno površino izgine. Hkrati to pomeni, da ga v 
drugi fazi ne bo. Torej reaktanta A ne bo v organski fazi in reaktanta B v vodni fazi. Na 
medfazni površini nastaja produkt, ki se nato na podlagi porazdelitvenega koeficienta 
porazdeli v obe fazi, kjer nato z difuzijo prehaja proti robovom mikroreaktorja.  
Pomembna predpostavka je tudi, da je hitrost v po celotni y smeri enaka. Faza I teče po 
delu širine mikroreaktorja – od 0 pa do δ, faza II pa od δ do H. 
Izpeljava snovne bilance je analogna izpeljavi (24), predpostavki, da difuzija v smeri x 
in z smeri ne igra velike vloge, pa sta enaki kot pri (30). Za reaktanta dobimo dve 
diferencialni enačbi (38, 39) s štirimi že videnemi robnimi pogoji (40). Dodamo še dva, 
za vsako diferencialno enačbo enega, ki pravzaprav opisujeta difuzijo reaktanta do 
medfazne meje in nato njegovo izginjanje. Tu enačimo snovni fluks zaradi difuzije z 
reakcijsko hitrostjo. Posebnost tega zapisa je, da gre za reakcijo na površini, zato je k 
opredeljena kot površinska konstanta. Enote sledijo običajnim za reakcijo prvega ali 
drugega reda, dodan pa je faktor, ki klasičen zapis reakcijske hitrosti množi z razmerjem 
volumna mikroreaktorja in njegove površine. Površinsko konstanto in to razmerje lahko 
preprosto množimo, da dobimo novo konstanto k'. 
 
v
∂CA
∂x
= DAV ∙
∂2CA
∂y2
 
(38) 
 
v
∂CB
∂x
= DBO ∙
∂2CB
∂y2
 
(39) 
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CA(0, y) = CA0 ∂CA(x, 0)
∂y
= 0 
CB(0, y) = CB0 ∂CB(x, H)
∂y
= 0 
 
−DAV ∙
∂CA(x, δ)
∂y 
= −k CA CB ∙ (
Vr
S
) 
 
 
−DBO ∙
∂CB(x, δ)
∂y 
= −k CA CB ∙ (
Vr
S
) 
(40) 
Diferencialni enačbi za produkt sta skoraj identični enačbama (38) in (39), razlikuje se 
le obravnavana substanca. Spreminjanje koncentracije produkta mora biti zapisano z 
dvema enačbama (41) in (42), saj produkt potuje v obe fazi. Koliko produkta bo v 
posamezni fazi, pa je odvisno le od porazdelitvenega koeficienta. 
 
v
∂CP1
∂x
= DPV ∙
∂2CP1
∂y2
 
(41) 
 
v
∂CP2
∂x
= DPO ∙
∂2CP2
∂y2
 
(42) 
Dodana je enačba, ki opisuje, kako nastali produkt difundira od medfazne površine v 
glavno maso faz (43) in porazdelitev v fazah (44). 
 
k CA CB ∙ (
Vr
S
) = −DPV ∙
∂CP1(x, δ)
∂y  
− DPO ∙
∂CP2(x, δ)
∂y 
 
(43) 
 CP2 (x, δ) =  KP ∙ CP1 (x, δ) (44) 
Za konec dodamo še robne pogoje (45).  
CP1(0, y) = 0 ∂CP1(x, 0)
∂y
= 0 
CP2(0, y) = 0  ∂CP1(x, 0)
∂y
= 0 
(45) 
 
Sistem rešujemo na že znan način – numerično in z uporabo računalniških orodij. 
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V konkretnem primeru je bila uporabljena Mathematica 12.1. Sintaksa je zapisana v 
poglavju 7.2 Sintaksa za model ekstrakcije z reakcijo na medfazni površini. 
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4 Rezultati in razprava 
Rezultat dela sta dva sistema diferencialnih enačb, ki opisujeta ekstrakcijo in reakcijo v 
mikrofluidnem sistemu. Prvi sistem je sestavljen iz štirih diferencialnih enačb, kjer 
predpostavljamo, da reaktant B ni topen v vodni fazi, hkrati pa se tudi produkt zadržuje 
samo v organski fazi. Te predpostavke lahko znatno spremenijo uporabnost modela za 
realne situacije, saj ustreza le tistim, kjer je topnost reaktanta B in produkta P praktično 
zanemarljiva.  
Prav tako je tudi druga rešitev problema sistem štirih diferencialnih enačb. Pomembna 
predpostavka pri tem modelu je bila, da je hitrost kapljevine v mikroreaktorju enotna in 
se po širini ne spreminja. Kritično moramo presoditi kako hitrost reakcije vpliva na 
samo rešitev, saj v drugem modelu predpostavljamo, da je reakcija hitra. Napačno bi 
bilo mišljenje, da sta reaktanta topna zgolj v začetnem topilu, vendar moramo s 
privzetkom, da oba na fazni meji v celoti izgineta poudariti, da vodna faza ne bo 
vsebovala B in organska faza ne bo vsebovala A. 
4.1 Dimenzijski zapis ekstrakcije in reakcije 
V prejšnjem poglavju so bile uporabljene brezdimenzijske spremenljivke, tu pa bo 
sistem (46) zaradi lažjega razumevanja in večje jasnosti zapisan v običajnih 
spremenljivkah. 
V tem primeru smatramo hitrostni profil kot rešen in ne potrebuje nadaljnje obravnave. 
 
v
∂CA
∂x
= DAV ∙
∂2CA
∂y2
;  y > 0 
 
 
v
∂CA
∂x
= DAO ∙
∂2CA
∂y2
− k ∙ CA
  ∙  CB
  ;  y < 0 
 
 
v
∂CB
∂x
= DBO ∙
∂2CB
∂y2
− k ∙ CA
  ∙  CB
  ;  y < 0 
 
 
v
∂CP
∂x
= DPO ∙
∂2CP
∂y2
+ k ∙ CA
  ∙  CB
  ;  y < 0 
(46) 
Robne pogoje priredimo tako, da brezdimenzijske spremenljivke nadomestimo z 
njihovimi definicijami, ter celoten robni pogoj pomnožimo z imenovalcem. 
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Ostaneta še dve pomembni nalogi. Prva nam bo prihranila obilo časa, saj lahko 
računalnik računa namesto nas. Žal pa ne razume jezika enačb (46), zato moramo 
celoten model prevesti v jezik, v katerem zna delovati. To počnemo z metodo končnih 
razlik, ko za odvod vzamemo približek, kjer je v števcu majhna razlika, v imenovalcu 
pa pripadajoča razlika neodvisnih spremenljivk. Dejstvo, ki loči med odvodom in 
končnimi razlikami je, da pri končnih razlikah ni limite, ampak enostavno 
predpostavimo, da je majhna razlika približno enaka limitirani razliki. 
Druga, vendar nič manj pomembna naloga, je verifikacija rezultatov modela z 
eksperimentalnimi podatki. 
4.2 Model ekstrakcije z reakcijo na medfazni površini 
V tem primeru bomo operirali s podobnim sistemom kot v prejšnjem. Razlika je, da je 
tu celoten matematičen zapis preveden v jezik razumljiv računalniku. V sintaksi, ki jo 
najdemo v podpoglavju 7.2 Sintaksa za model ekstrakcije z reakcijo na medfazni 
površini so zapisane enačbe (38), (39), (41) in (42). 
Sam zapis reševanja sistema se začne z definicijo konstant. Najbolj priporočljivo je, da 
so zapisane v osnovnih enotah, saj so tako možnosti za napake zaradi predpon praktično 
ničelne. Definirana je širina po kateri teče faza I, širina po kateri teče faza II in dolžina 
kanala, v drugem sklopu pa so definirani koeficienti difuzivnosti. Ker imamo dve fazi in 
po dve zvrsti v vsaki, potrebujemo štiri. Sledijo konstanta reakcije, porazdelitveni 
koeficient in začetni koncentraciji reaktantov. Koncentracije so označene kar s črkami 
snovi, ki jih predstavljajo. 
Naslednji korak je delitev. Ko definiramo število točk, ki jih želimo imeti v vsaki osi (δ, 
H in L), lahko razlike med posameznimi točkami (korake) definiramo s preprostim 
deljenjem. 
V tem primeru je predpostavljena konstantna hitrost po celotni širini. 
V skladu z robnim pogojem, ki opisuje izginevanje dveh reaktantov na medfazni 
površini, dobimo dve rešitvi.  
Robna pogoja za produkt sta definirana podobno kot za reaktanta. Ponovno je 
uporabljena metoda končnih razlik, kjer odvod kot limito aproksimiramo z zelo majhno 
razliko. Uporabljena je bila t.i. backward Eulerjeva metoda (47). 
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𝑓′(y) ≅
𝑓(yn) − 𝑓(yn−1)
∆y
 
 
 ∂A
∂y
≅
A − a
dyδ
 
 
 
𝑓′′(y) ≅
𝑓(yn+1) − 2𝑓(yn) + 𝑓(yn−1)
∆y2
 
 
 ∂2A
∂y2
≅
Ajδ−1 − 2Ajδ + Ajδ+1
dyδ2
 
(47) 
Prvi in tretji približek sta teoretična zapisa, drugi in četrti pa sta enačbi, ki aproksimirata 
analitičen zapis z izrazom, ki je uporabljen v sintaksi. 
Ostane še ekspliciten zapis vseh enačb s pomočjo končnih razlik. Po vsaki rešitvi je 
rezultat vnešen v matriko. Rešitev je znova uporabljena v naslednjem koraku pri 
računanju naslednje rešitve. Program deluje iterativno.  
Ob doseženem koncu reaktorja se zaključi tudi vnašanje v matriko. To računalnik 
prebere, točke pa so vnešene v tridimenzionalen graf s katerim dobimo vizualno 
predstavo končnega procesa.  
            
Slika 3: Matematična simulacija izginevanja reaktantov  
vzdolž mikropretočne naprave 
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Slika 4: Matematična simulacija nastajanja in razporejanja  
produkta vzdolž mikropretočne naprave 
 
Grafičen prikaz je dokaj pričakovan. Reaktanta ob fazni meji izginjata (Slika 3), difuzija 
pa skrbi, da oba reaktanta vedno potujeta proti fazni meji. Potreben je tudi podatek, da 
je dolžina reaktorja v programu 0,2 m. Verjetno bi se ob daljšem reaktorju zmanjšal tudi 
gradient koncentracije in bi bila sama ekstrakcija uspešnejša. 
Hkrati naslednja simulacija prikazuje koncentracijo produkta, ki se tvori samo na fazni 
meji, razporeja v skladu s porazdelitvenim koeficientom, ki je v našem primeru enak 2, 
nato pa difundira proti robovom mikroreaktorja (Slika 4). 
Da pridemo do napovedi koncentracije, lahko povprečimo vse koncentracije v 
posamezni fazi, saj z eno diskretno vrednostjo najlažje prikažemo rezultat celotnega 
procesa. 
4.3 Vrednotenje rezultatov 
Nadaljujemo po shematskem poteku procesa modeliranja. Narediti moramo 
eksperiment, ki bi potrdil ali ovrgel naš model. Ob robnem pogoju za A in B dobimo 
dve rešitvi, kar pomeni, da mogoče nismo izbrali prave. Odvisno od rezultatov poskusa 
moramo rešitve mogoče zamenjati. Če nobena od rešitev ni pravilna, lahko nadaljujemo 
z zapisom prvega modela. Zapis analogno rešujejo računalniška orodja.  
Tudi če je naš model zelo natančen, so potrebne serije poskusov, ki bi potrdile, da je 
model resničen za vse koncentracije. Najverjetneje bi nakazale obseg parametrov, v 
katerih model drži. Gotovo je le eno dejstvo; brez eksperimentalnih podatkov je vsak 
model prisrčna ugotovitev, ki v realnem življenju mogoče sploh ne drži.  
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5 Sklepi 
V diplomskem delu je bilo pred samim modeliranjem potrebno pobližje spoznati 
nekatere koncepte. Z mikroreaktorji se na predavanjih dodiplomskega študija nismo 
pretirano ukvarjali, zato je bilo področje precej novo. Prav tako nismo specifično 
obravnavali matematičnega modeliranja. Delo prikazuje kako lahko z nekaterimi 
predpostavkami in poenostavitvami pridemo do zapisa dogajanja v sistemu, ki pa je le 
redko analitično rešljiv. 
Začnemo zelo preprosto – z definicijo sistema, nato pa na podlagi tehničnih in 
matematičnih znanj gradimo čim bolj enostaven zapis. Čeravno poskušamo priti do 
nekompleksnega rezultata, nam to pri mehaniki fluidov pravzaprav ne more uspeti, saj 
so že Navier – Stokesove enačbe daleč od trivialnih. Kot je očitno, se zgodaj zaplete že 
pri hitrostnem profilu. Precej neugodne za reševanje so tudi vse nadaljnje parcialne 
diferencialne enačbe.  
Kljub težavam pa je bil namen moje diplomske naloge predstaviti kako samo 
modeliranje poteka. Rezultat sta dva modela, vsak s svojimi pomanjkljivostmi. Prvi 
predpostavlja netopnost reaktanta B in produkta P v vodni fazi, drugi pa v obzir ne 
vzame hitrostnega profila. Ta dva matematična modela sta le začetek reševanja sočasne 
ekstrakcije in reakcije v mikrofluidnem sistemu, saj lahko brez eksperimentalnih 
podatkov le ugotavljamo, kateri model je bolj natančen oziroma bolje napoveduje 
rezultat. Odprta obstaja tudi možnost, da sta pravilna kar oba modela, le da je vsak 
primeren zgolj za nekaj odstotkov vseh reakcij, ki jih dan mikroreaktor lahko izvaja.  
Z razvojem novih modelov, ki obravnavajo mikroreaktorje, in širjenjem njihovega 
nabora lahko s skoraj ničelnimi finančnimi vložki napovedujemo rezultate procesov, 
hkrati pa lahko rešujemo morebitne težave, na katere naletimo pri že utečenem procesu. 
Vse to lahko počnemo brez porabe dragih surovin. Seveda so potrebni tudi 
eksperimentalni podatki, vendar lahko model nakaže smer, v kateri leži rešitev. 
Mikroreaktorji so rastoče področje kemijskega inženirstva, ponujajo pa praktično 
neomejene možnosti za razvoj in raziskave, zato bomo z njimi prav gotovo imeli 
opravka tudi v prihodnosti. 
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7 Priloge 
7.1 Model in primerjava z eksperimentalnimi vrednostmi 
#Biotransformacija progesterona, rešitev modela 
import numpy as np 
from scipy.integrate import odeint 
import matplotlib. pyplot as plt 
K1 = 9.0e-4 #L/mg 
Crav = 12 #mg/L 
Vm = 1.037 #mg/(L*min) 
Km = 6.097 #mg/L 
 
def model(C, t): #definiramo funkcijo 
    Css = C[0] 
    Csaq = C[1] 
    Cp = C[2] 
    dCssdt = -K1 * Css * (Crav - Csaq) #sistem navadnih dif. enačb 
    dCsaqdt = K1 * Css * (Crav - Csaq) - Vm * Csaq / (Km + Csaq) 
    dCpdt = Vm * Csaq / (Km + Csaq) 
    return [dCssdt, dCsaqdt, dCpdt] 
C0 = [300, 0, 0] #začetni pogoji 
t = np.linspace(0, 95, 800)  
C = odeint(model, C0, t) 
Css = C[:,0] 
36 
 
Csaq = C[:,1] 
Cp = C[:,2] 
te = np.array([0, 15, 30, 45, 60, 90]) #eksperimentalni podatki 
Csse = np.array([300, 289.2, 283.0, 267.6, 256.6, 237.1]) 
Cpe = np.array([0, 11.4, 17.9, 34.0, 45.6, 66.1]) 
plt.plot(t, Css, color = 'dodgerblue', label = 'Css') #risanje grafa 
plt.plot(t, Csaq, color = 'mediumseagreen', label = 'Csaq') 
plt.plot(t, Cp, color = 'orangered', label = 'Cp') 
plt.plot(te, Csse, 'bo', label = 'Csse') 
plt.plot(te, Cpe, 'ro', label = 'Cpe') 
 
#plt.title('Končni model biotransformacije progesterona \n v 
primerjavi z eksperimentalnimi podatki') 
plt.xlabel('čas [min]') 
plt.ylabel('koncentracija [mg/L]') 
plt.legend(loc = 'best') 
plt.grid() 
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7.2 Sintaksa za model ekstrakcije z reakcijo na medfazni površini 
Sintaksa v programu Mathematica 12.1 je delo prof. dr. Igorja Plazla. 
Konstante 
9
9
9
9
0.001;
0.002;
0.2;
2.10 ;
1.510 ;
1 2.310 ;
2 1.810 ;
0.1;
2.1;
0 2.;
0 1.4;
H
L
DA
DB
DP
DP
k
kP
A
B

−
−
−
−
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
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Delitev 
 
 
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100;
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210;
215;
4100;
*)
/ ;
_ : ; (* 0.. *)
/ ;
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